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EN HOMMAGE A G. G. LORENTZ

En 1957, Kolmogorov a demontre Ie theoreme suivant [6]

Toute fonction continue rt§elfe definie sur In (l = [0, 1] et n entier ;;0 2) est
representable sous la forme

2n+l n

f(x1 , X z ,... , X n ) = I gq (I <)?j)(lx p)) ,
flo..: 1 j)=--=]

(1)

Oliles gp et les <)?pq sont des fonctions continues d'une variable reelfe; de plus,
les rp"q sont croissantes sur I, et ne dependent pas de f

Ce resultat a ete precise dans plusieurs directions:

1. On peut choisir Ies <)?PQ dans une cJasse Lip ex (0 < (x < 1)
[8, Chapter 11] et meme dans la classe Lip 1 (Fridman [2]; voir aussi [9]);
mais on ne peut pas les construire dans la classe C1 [4, 10].

2. On peut choisir les <)?pq{x) de la forme .:\prpq(x) (Sprecher; voir
[8, Chapter 11; 9]).

3. On peut choisir les gq toutes egales ([8, Chapter II]).

11 est d'autre part interessant, meme dans Ie cas n = 1, de preciser dans
queUes classes de fonctions on peut choisir les gq (par exemple: transformees
de Fourier de fonctions sommables, valeurs au bord de fonctions
analytiques, etc.). En effet, l'interpretation geometrique du theoreme de
Kolmogorov est que toute fonction continue sur l'ensemble E C J2n+I defini
parametriquement par

n

X q = I <)?pq{Xp)
p~1

q = 1, 2, ... , 2n + 1) (2)

peut etre prolongee sur I2n!1 en une fonction de la forme

g1(X1) + g2(X2) + '" + g2n+1(X2n+1)
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(3)
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et-sous la forme plus precise de Lorentz-en une fonction de la forme

(4)

Ainsi E apparait comme un "ensemble d'interpolation" dans Ie sens suivant:
toute fonction continue sur E peut etre prolongee sur 12n+l en une fonction
appartenant a une classe convenable [I; 3; 5; 7, Chapter 4].

Le present article se propose quelques variantes et commentaires sur ce
theme.

Remarquons d'abord que Ie resultat de Fridman est une consequence
immediate du theoreme de Kolmogorov. En elfet, I'ensemble E dMini par (2)
est la somme algebrique de n courbes T,) d'equations

(xEI, q = 1,2,... , 2n + 1).

Chacune de ces courbes est rectifiable et peut etre parametree au moyen de la
longueur de I'arc normalisee (de fal;on que la longueur totale de Tn soit I).
Ainsi I'equation de Tn prend la forme

(S E I, q =. I, 2, ... , 2n + I)

ou chaque fonction t/JnQ est croissante et /ipschitzienne, et I'ensemble E est
maintenant defini par

n

X q '=•• I t/JPQ(Sp)
p~1

«Sl ,... , Sn) E In, q = 1,2,... , 2n + I).

Le theoreme de Kolmogorov signifie que toute fonction F continue sur In
s'ecrit

2n+l n

F(SI , S2 ,... , s,,) = I gq (I t/Jpq{sQ))'
q'=1 )J~1

C.Q.F.D.

Donnons maintenant une demonstration du theoreme de Kolmogorov a
l'aide de la theorie de Baire; cela facilite les variantes que nous donnerons
ensuite.

Si A est un espace metrique complet, nous dirons qu'une propriete a lieu
pour quasi tout a E A si elle a lieu sur une intersection denombrable d'ouverts
denses dans A. II est facile de verifier que si A et B sont deux espaces metriques
complets ayant chacun une base denombrable d'ouverts, et si une propriete
a lieu pour quasi tout (a, b) E A x B, alors, pour quasi tout a, elle est vraie
pour quasi tout b.

Soh ep l'ensemble des applications cp croissantes et continues de I dans I,
telles que cp(O) = 0 et cp(l) = 1. La distance usuelle fait de ep un espace
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metrique complet. Quasi toute f{' est strictement croissante, car visiblement,
pour tout couple de rationnels (p, p') tels que 0 :::;; p < p' :::;; I, l'ensemble
des f{' qui verifient f{'(p + 0) < f{'(p' - 0) (= f{'(p')) est un ouvert dense
dans C/J.

Soit maintenant '\ ,... , An des nombres tous distincts, strictement positifs,
de somme I. Nous allons montrer ceci.

Pour quasi tout (f{'l' f{'2 , ... , f{'2n+1) E C/J2n+1, route fonction f~ continue sur J fI

est representable sous fa forme

2n-l-l (11

fo(x l , ... , x n) = L: g (L: '\pf{'q(xp»)
q~l p~l '

ou g est une fonction continue sur I.

(5)

Pour Ie moment, on peut penser ala et ag comme ades fonctions avaleurs
reelles ou complexes.

Demonstration. Soit E > 0 un nombre assez petit, qu'on fixera plus
tard. Pour chaque f E C(in), f =/ 0, considerons l'ensemble Q(j) des
(f{'l , ...• f{'2n+l) E C/J2n+1 tels qu'il existe h E C(I) avec

(i) Ii hi! :::;; lin,

(ii) ill(Xl , ••• , Xn) - 2~l h (I A1j f{'q{X p)) Ii < (1 - E) illli,
qool 1J~l '

(6)

(les normes etant prises dans C(I) et dans C(l")). Visiblement Q(j) est un
ouvert dans C/J2n+l. Nous allons montrer qu'il y est dense; admettons-Ie pour
Ie moment. Soit F un ensemble denombrable dense dans C(In), ne contenant
pas la fonction nulle. Supposons enfin (f{'l , ... , f{'2Ml) E nfEF Q(j) (ce sera la
signification de "pour quasi tout (f{'l , ... , f{'2rt+l)"). Alors, pour tout fa E C(I"),
fa +': O. il existe une fonction f EF telle que 1If3 il :::;; lifo et 11/- fa 11 <
(E/2) 11fo 11, et une fonction h telle que (6) ait lieu; soit h = yUo). Posons
yeO) = O. Definissons pour j = 0, 1, .... par induction, hj = yC/j), et

2n+l , n

fH1(x l , ... , x n) =fj(xl , ... , x,,) - L: h j (L: Ap<pixp)).
q~l 1J~l

D'apres (6) la serie L:;:o hj converge dans C(i), et sa somme g verifie (5).
Reste a demontrer que Q(j) est dense dans C/J2n+l. Soit G un ouvert dans

C/J2n+\ et 0 = o(G, E,j) > 0 (a definir plus tard). Notons

I q = Iq(j) ~= [qo + (2n + l)jo, qo + (2n + 1))0 + 2nD]
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(q = 1,2, ... , 2n -t 1;/ E Z). Remarquons que l~) pour q fixe, les intervalles
[qU) sont disjoints, et separes par des intervalles de longueur a2°) tout point
de [ c= [0, I] appartient a un I q pour chaque valeur de q sauf au plus une.
Designons par Pq tout cube de la forme

et remarquons que tout point de I" appartient aun Pq pour chaque valeur de q
sauf au plus n (c'est-a.-dire pour /1 + I valeurs de q au moins). Soit LI
I'ensemble des ('PI' ...• <P2t11) E t1J2t1 ,I telles que chaque (P" soit constante sur
chaque intervalle I q • et lineaire entre deux intervalles consecutifs [,tC/) et
[lj -+- 1). On choisit a = a(c. E,j) de facon que 1°) l'oscillation de f sur
chaque Pq ne depasse pas E 1'.1iI2~) G n LI

Soit ('PI •...• 'P2n+l) G n L1. Quitte it modifier de tres peu let valeur des 9q

(de rayOn a rester dans G n L1), on peut supposer que. pour chaque q. la
fonction

XrlXl ,.... x n) c= L Ap'Pa(X p)
]I 1

(qui est constante sur chaque Po) prend des valeurs differentes sur Ies differents
Pq • et aussi que Ies X,/ Pq) sont distincts pour des q differents (on utilise ici
I'hypothese que les Aj sont distincts); en d'autres termes. l'application
(q'/I' .. ·./n) >- Xq(PqUI ,.. ·,.in)) est injective.

Designons par .4!(PQ) la valeur moyenne de I sur Pq. posons, pour to us
les paves Pijj '/2 ....'/n)

et prolongeons h sur I de maniere a avoir II h Ii '",: 2E
quelconque). Soit x =.- (Xl"'" Xn) E In. Si x E Pa , on a

(a ceia pres,

h(xix)) = 2Ef(x) + p. i p I oS; 2E2 11fil·

Comme x appartient a. au moins n + I cubes P" , on a, pour E < l/2(n -+ 1l.

2n+1 I

If(.\,)- I h(xix)) I:::;; (1-- 2(/1 + Ik) 1/(x)1 2(/1 i I)E2

1

(I ~ 2E + 2(/1+ 1)E2
) II'

(I -- E)fI!.

-] 2nE

On a done (6). ce qui acheve la demonstration.
La demonstration ci-dessus vaut encore sit;J' au lieu d'etre avaleurs reelles

au complexes. a ses valeurs dans un espace de Banach; il suffit de remplacer
les valeurs absolues par des normes. Et Ie resultat vaut encore si fo prend ses
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valeurs dans un espace de Frechet; eneffet, Ie fait que pour chaque semi-norme
'I I' . ., f( ) ",2n+1 (",n \ ( )". - 0!,I . I[v] on alt quasl-surement JO,xl , ... , x n - "::"q~l g "::"1)~1 llpf{Jq Xl' I lv] --

pour tout (Xl"'" X n) E P' entraine qu'on a (5) quasi-sfirement.
L'enonce vaut donc sifo et g prennent leurs valeurs dans un espace de Frechet.

Revenons au cas oU.f~ est reelle ou complexe, g reelle ou complexe.
Designons par B(l) un espace de Banach contenu dans C(1) et ayant la
la propriete suivante: il existe un c > 0 tel que, quels que soient N, les points
distincts t l , t2 , ... , tN de I, et les nombres Ul , U 2 , ..• , UN de module ], il
existegEB(I)tellequel!gllcrn ], g:in[J] c,etg(fJ=uj(j= 1,2, ... , N)

On peut alors, dans l'enonce du theoreme, prendre g E B(I).
Comme application, si no us identifions I et Ie cercle T = RjZ, l'ensemble

E C T2n ~l defini par

71

XQ ~= I Apf{JJxJ,)

P,=1

q == 1,2, ... , 2n + I). (7)

est quasi-sfirement un ensemble d'interpolation dans Ie sens suivant: toute
fonction continue sur E s'ecrit sous la forme (4), g etant valeur au bord d'une
fonction analytique (c'est-a-dire g(t) ,......, L~ g(n) exp(27rint».

Identifions toujours let T. II est connu qu'aucun ensemble E de la forme (2)
n'est d'interpolation pour A(pn+1) (c1asse des fonctions g(tl , t2 , ... , t2n~1)

dont la serie de Fourier est absolument convergente); cela tient au fait que E
contient la somme algebrique de deux ensembles infinis. On ne peut done pas,
dans l'enonce du theoreme, prendre g E A(T). Mais, quitte a dCformer
convenablement I'ensemble E donne par (7), il devient un ensemble d'inter
polation pour A(pn+l); cette observation est due a R. Doss. Contentons
nous d'enoncer un resultat facile a demontrer en adaptant la methode de
Baire.

Soil {m,J une suite strictement croissante d'entiers positifs (par exemple
nile == (((k!)!)!). Pour quasi tout (f{Jl , ... , (P2n+l) E 1>271+1 et quasi tout homeo
morphisrne 1/J de classe ccn de T sur T, toute fonction continue sur I'ensemble
E' C T2n~l d'equation

tq == 1/J (I \,f{Jq(xp»)
])=1 '

s'ecrU sous la forme

q = 1,2, ... , 2n'- 1)

avec g E A(T) et get) == L~ ,~(mJ exp(27T imlc t).
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